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O niejednorodnym bledzie w analizie wariancji dla kwadratu
lacifiskiego w modelu z pojedynczo rozszezepionymi poletkami
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On the Heterogeneous Error of Split Plot Design in Latin Square

§ 1. PROBLEM I STRESZCZENIE

Jednym ze schematéw eksperymentalnych stosowanych powszechnie
Jest uklad z pojedynczo rozszczepionymi poletkami (split plot). Jak wia-
domo, zasada rozszczepionych poletek moze by¢ wykorzystana w blokach
zrandomizowanych i w kwadracie laciniskim (por. F. Yates [7]).

Odpowiednie testy istotnosci F i przedzialy ufnosci opieraja si¢ na
dwu rodzajach bledéw E, i E;, zaleznie od tego, czy weryfikujemy hipo-
teze dla efektéw czynnika A (na duzych poletkach — inaczej poletkach
pierwszego rzedu), czy tez hipoteze dla czynnika B (na malych polet-
kach — inaczej poletkach drugiego rzedu). Wedlug H. L. Hartera [1]
blad E, nalezy traktowaé jako sume dwoch ortogonalnych i niejednorod-
nych skladnikéw: interakecji czynnika B z replikacjami R oraz reszty.
Przez niejednorodno$¢é rozumiemy rézne wariancje skladnikéw stano-
wigcych blad. Niektérzy autorzy nie uwzgledniaja takiego podziatu.
Harter, rozpatrujac uklad z rozszczepionymi poletkami w blokach
zrandomizowanych, warunkuje dokonanie takiego podzialu odrzuceniem
hipotezy, ze wariancja interakcji RB jest zerem.

W niniejszej pracy przedstawiono sposéb rozbicia bledu E, na sklad-
niki dla ukladu z pojedynczo rozszczepionymi poletkami, w ktérym po-
ziomy czynnika A zostaly rozlokowane wedlug kwadratu lacinskiego.
Przedstawione wzory na funkcje testowe dla weryfikowania hipotezy
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braku zréznicowania w poziomach czynnika A oraz interakcji AB sg
takie same, jak u Hartera, natomiast wzory na funkcje testowe dla
weryfikowania hipotezy o braku réznic w poziomach czynnika B réznig
sie¢ od analogicznych wzoréw podanych przez Hartera. Omoéwiono
sposéb przeprowadzenia analizy wariancji oraz obliczono bledy stan-
dardowe, ktéore mogg by¢ wykorzystane przy konstruowaniu przedziatow
ufnosci dla réznic $rednich arytmetycznych. W § 5 pokazano na przy-
kladzie liczbowym praktyczny sposéb zastosowania uzyskanych wynikow.

§ 2. MODEL MATEMATYCZNY I TESTY ISTOTNOSCI

Model ukladu z rozszczepionymi poletkami oparty na kwadracie la-
cinskim, ktérym interesujemy si¢ w niniejszej pracy ma posta¢ naste-
pujaca:

D Yijpe = u+ 1+ qj + ap + dijjn + be + (rd)ix + (gb)jx + (@b)nx + €ijnk
gdziesijaha= 12 mpnale—5l2p0555b

Przyjmujemy nastepujgce zalozenia.

Obserwacje yjjac majg rozklad normalny;

1° r;, q; sg to efekty odpowiednio i-tego wiersza i j-tej kolumny

dijn, €ijuk — bledy E, i E;,, przy czym e;; moze by¢ dodatnio skore-
lowane dla réznych wartosci k w obrebie tych samych ijh, o wspol-
czynniku korelacji réwnym o.

(rb)ik, (gb);x — efekty interakcyjne odpowiednio i-tego wiersza i j-te]
kolumny z k-tym poziomem czynnika B.

Sktadniki 1° sg zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym ze
srednig zero i odpowiednimi wariancjami:

. %5 % Oeas Ogpr s oo
2° ay, by, (ab)nr sa efektami odpowiednio h-tego poziomu czynmka A,
k-tego poziomu czynnika B oraz interakecji h-tego poziomu czynnika A
z k-tym poziomem czynnika B.

Zaleznie od charakteru doswiadczenia czynniki A i B mozna trakto-
waé jako stale lub losowe. W zwigzku z tym dla efektéw 2° otrzymamy

cztery warianty:
I. A i B stale, 2a, = 0; b, = 0; Z(ab)pr = E(ab)p = 0.
h k

R T (0’ s, ); b, — N(O’ % ); (ab)hk_“N(()’ ofxb)'
e}
III. A state, B losowe, (ab)px — N (0, a—a""fxb); {(ab)hk_—_—_ 0

b—1
IV. A losowe, B stale, (ab)nk—N(O, oy 2 ab), (ab),,. =
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Wartosci oczekiwane $rednich kwadratéw zestawione w tab. 1 obli-
czono postugujac sie regulg E. F. Schultza [6]. Jezeli w tab. 1 czyn-
nik A uwazamy za staly, nalezy pomingé wspélczynnik a **, w przy-
padku za$ stalego czynnika B pomijamy wspélczynnik a*. Dla statych
czynnikéw A i B umownie przyjmujemy

5 =2_a2h_ 02=£b£ o ZX (ab)hx
a1 2T W e p—1)

Tab. 1. WartoSci oczekiwane $rednich kwadratéw
Expected values of mean squares

Sredni Liczba stopni 2 2 2 2 2 2 5 2 2

kwadrat swobody B WPanfe e %o %! ‘g Pay °Eb
Vi a1 ab b a* 14+ (—1)p
Vq et ab b a* 14+ ®b—1)p
W o | ab b a* 14+@®—1p
Via (a—1) (a—2) b 14+ (b—1p
Vy b—1 " o kSl i
Vo (a—1) (b—1) a 1—p
Vb (a—1) (b—1) a =P
Vab (a—1) (b—1D) a  1—p
Veb | (a—1) (a—2) (b—1) 1—p

Znajomosé wartosci oczekiwanych pozwala skonstruowaé testy istot-
nosci F (por. H. Scheffe [5]). Odpowiadajgce im funkcje testowe ze-
stawiono w tab. 2. Wzory te nie ulegng zmianie, jesli wspélczynnik ko-
relacji o = 0.

Tab. 2. Hipotezy i funkcje testowe
Tests of hypotheses

1 2 3 - 5

Hipoteza 2 2 2 Bl
°:21=0 o, =0 Sgp =0 | 5,5,=0 Sqp =0
\% Vi [L, 111]
Funkcja —2—[1,IV]
? Voo, —V
testowa VEa Vot Ve o~ Vb Vo Vab
dla v v v
warian- v, [,111] A (11, 1V] = o —
tow
Vea + Vao— Ve V'rb+ Vab e Vab— 2VEb|
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Wzory na funkcje testowe 1 i 2 moga by¢ uproszczone, jezeli zostang
przyjete tzw. wstepne hipotezy 3, 4 i 5. Obszar krytyczny « dla testow
weryfikujacych te hipotezy moze dochodzi¢ wg Hartera do 0,50 (por.
takze A. E. Paul [2]).

W przypadku przyjecia hipotez 4 i 5 sumy kwadratéw odchylen od-
powiadajgce skladnikom (rb)jx i (gb);r wlgczamy do bledu E,, dodajac
roéwniez odpowiednie liczby stopni swobody. Wstepng hipoteze 3 wery-
fikujemy tylko dla losowych skladnikéw a;, lub b,. Moze sie zdarzy¢,
ze tylko niektére hipotezy wstepne zostang przyjete. Procedura igczenia
dotyczy wtedy tylko tych sum kwadratow, dla ktorych przyjeto hipotezy.
Jezeli hipotezy wstepne zostang odrzucone, pozostaja woéwczas w mocy
wzory na funkcje testowe zestawione w tab. 2.

W przypadku stosowania testéw przyblizonych 1 i 2 zachodzi potrzeba
okreslenia liczby stopni swobody, dla ktérych odezytuje sie wartosei
testowe z tablic F' Snedecora. Odnosi si¢ to jedynie do mianownikéw
funkeji testowych, poniewaz w liczniku wystepuje zawsze pojedynczy
$redni kwadrat ze znang liczbg stopni swobody. Szukang liczbe stopni
swobody szacujemy poslugujgc sie wzorem F. E. Satterthwaite’a [4].

§ 3. PRZEDZIALY UFNOSCI
W tab. 3 przedstawiono kwadraty bledéw standardowych, z kto-
rych korzystamy przy konstruowaniu przedzialéw ufnosci dla réznic
$rednich arytmetycznych. Przedzialy ufnosci konstruuje sie tylko dla
stalych czynnikéw A i B.

Tab. 3. Kwadraty bledéow standardowych
Squares of standard erros

Poréwnywane $rednie dla wariantu I dla wariantéw III lub IV
s L 2 2
Y..h.—Y..n". ~5 Ea L zg[VEa+ab_VEa] 1

=5 b 2 2.
YV..k—Y...K *a—glvrb+vq'b“ oo F[Vrb“:“ Vao T Var — 2Vgp] 1V

i - 2 } i 2
Y. i U T Nk b [VEa == ])VEb]" ‘ e [YEa 4+ bVgp — VEb]' 111

2
_aT[Vrb—*_qu_}_

2 y
F =2y Vb + Vo Ve, — V] 1V
For Eb

Y- hk—y .. nk'

5 2 f {aVEa—{—bV,b+bqu+[4a—2)(b—1)———2]VEb}*
— !
Y..nk—Y.. WMk a*d Tylko dla wariantu I

* Wzory te wyprowadzono zakladajgc, ze wspéiczynnik korelacji ¢ = 0 -
These formulas are obtained under condition that coefficient of correlation ¢ = 0
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§ 4 WNIOSKI

Przedstawiona zasada podzialu bledu E, na skladniki niejednorodne
moze byé wykorzystana przez tych doswiadczalnikéw, ktérzy w praktyce
poslugujg sie omawianym modelem. Nieuwzglednienie takiego podzialu
w przypadku wystgpienia interakcji RB i QB prowadzi do zakl6cen
w prawidlowym wnioskowaniu. Wyraza sie to w zbyt czestym odrzuca-
niu hipotez cz =) ic; = 0 oraz przyjmowaniu hipotezyﬁf]lb = U
wiec podzial bledu E, wplywa na zmiane mocy testéw stosowanych
w analizie wariancji. Podzial ten nie wplywa tylko na zmiane funkeji
testowych weryfikujgcych hipoteze ci = 0 dla wariantow I i IV.

§ 5. PRZYKELAD LICZBOWY *

Zalozono do§wiadczenie w ukladzie rozszezepionych poletek (split plot),
w ktérym poziomy czynnika A (cztery odmiany wyki), wystepujgce na
poletkach pierwszego rzedu rozlokowano wedilug kwadratu lacinskiego;
poziomy czynnika B (cztery stosunki wysiewu wyki z owsem) rozloso- -
wano na poletkach drugiego rzedu. Doswiadczenie zalozono w czterech
replikacjach. Cechg badang by! plon nasion mieszanki. 5

O czynnikach A i B zakladamy, ze sg stale. Uzyskane wnioski odno-
simy tylko do tych czterech odmian i stosunkéw wysiewu. Analize wa-
riancji uwzgledniajgcg podzial bledu E, na skladniki niejednorodne
przedstawiono w tab. 4.

Tab. 4. Analiza wariancji
Analysis of variance

[ . Wartosé
3 | Liczba Suma Sredni :Varlt(oic L
Ptodza] ; i stopni | kwadratéw | kwadrat tel;rtl :’“_
zmiennoéci ‘ swobody nS? v ;o ej o -am.
Wiersze R | 3 2,57 0,857
Kolumny Q | 3 2,08 0,693
Odmiany A | 3 4,80 1,600 4,74 4,76
Blad Eas | 6 2,02 0,337
Stosunki
wysiewu B | 3 4,84 1513 5,68 3,86
Interakcje ! ‘
RB 9 2,01 0,223 1,335 1,423
QB 9 2,66 0,284 1,701 1,423
AB 9 7,99 0,888 4,77 2,25
Blad Ep 18 3,00 0,167

* Dane eksperymentalne uzyskano z Katedry Hodowli Roslin WSR w Lublinie.
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Na podstawie wstepnej analizy wariancji, przeprowadzonej przy po-
ziomie istotnosci «=0,25, podejmujemy decyzje o wydzieleniu z btedu E,
skladnika (gb);x (F° = 1,701; Fo,5 = 1,423) oraz o wlaczeniu do bledu
drugiego rzedu sktadnika (rb);x (F° = 1,335; Fy,55 = 1,423). W ten sposéb
otrzymujemy nowy bigd eksperymentalny E,, ktérego suma kwadratow
rowna sie: nS;Sb = 3,00 + 2,01 =501 i jest oparta na 27 stopniach
swobody.

Sredni kwadrat dla nowego btedu Vg, = 0,186. We wlasciwej analizie
wariancji nalezy sprawdzi¢ hipotezy o? = 0 i o = 0. Wlaczajac sklad-
nik (rb);x do btedu drugiego rzedu zmieniamy ksztalt modelu matema-
tycznego [1]; otrzymujemy nowy model, ktory nie zawiera tego skladnika.

Funkcja testowa F dla sprawdzenia hipotezy o = ¢ przyjmuje
woéweczas postaé F=V,, : V,, a jej wartos¢ liczbowa F°=1,613 : 0,284=5,68
wobec Fy,5; = 3,86 dla 3 i 9 stopni swobody. Hipoteze °Zb= 0 sprawdzamy
obliczajgc wartos$¢ testowg F° = 0,888 : 0,186 = 4,77, przy Fy,0; = 2,25 dla
9 i 27 stopni swobody.

Na podstawie przeprowadzonej analizy wariancji formulujemy na-
stepujgce wnioski:

1. Nie stwierdzono istotnych réznic pomiedzy odmianami. Nalezy
zauwazyé, ze poréwnanie pozioméw czynnika A w ukladzie z rozszcze-
pionymi poletkami jest iluzoryczne ze wzgledu na matlg liczbe stopni
swobody, odpowiadajgcg bledowi E,.

2. Stwierdzono istotne réznice pomiedzy stosunkami wysiewu.

3. Stwierdzono istotng interakcje pomiedzy odmianami i stosunkami
wysiewu.

Bez podziatu bledu E;, przebieg analizy bylby inny. Dotyczy to spraw-
dzania hipotez 0z= 01i aibz 0. Funkcje testowe opieraltyby sie na tym

samym bledzie nSfEb = 2,01 + 2,66 + 3,00 = 7,57, przy 36 stopniach
swobody ze Srednim kwadratem Vg, = 0,210. Warto$¢ testowg dla B
obliczylibysmy F°=1,613:0,210 = 7,68 a dla AB F°=0,888 : 0,210=4,23.

Istotng cechg sugerowanej metody postepowania jest przyjecie zato-
zenia, ze w modelu matematycznym [1] mogg wystapi¢ losowe efekty
interakcyjne pomiedzy poziomami czynnika B oraz wierszami R i ko-
lumnami Q. Zalozenie to znajduje plastyczng ilustracje w do$wiadcze-
niach polowych. Istotne efekty interakcyjne (rb);x i (gb);x mogg wystgpié¢
tylko na skutek niejednakowego reagowania tego samego poziomu czyn-
nika B na warunki glebowe w obrebie poletek pierwszego rzedu. Przy-
~ czyng tego moze by¢ duza zmienno$é¢ glebowa miedzy poletkami drugiego
rzedu w obrebie tego samego duzego poletka. Jak wiadomo, zmiennosé
glebowa miedzy poletkami drugiego rzedu powinna mieé charakter fluk-
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tuacyjny. Tak wiec istotno$é¢ interakcji RB i @B moze wskazywa¢ na
niejednorodnosé warunkéw glebowych na malych poletkach. W takim
przypadku efekty gtéwne czynnika B moga by¢ uwiklane ze zmiennoscig
glebowg wystepujgca na matych poletkach.

Stosujgc przedstawiong zasade podzialu bledu E, zmniejszamy $redni
kwadrat Vg, wystepujgcy w mianowniku funkcji testowej F = Vg : Vp.
Dzieki temu latwiej wykryé¢ istotnos¢ interakcji AB, co, jak wiadomo,
jest jednym z gléwnych celéow w ukladach z rozszczepionymi poletkami.

Zagadnienie podzialu bledu drugiego rzedu w innych modelach z roz-
szczepionymi poletkami oraz zwigzane z tym problemy zostaly szczegd-
lowo oméwione [3].
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PE3IOME

PaccmaTpuBaeTca CxeMa C pacrpefieIeHHBIMM ACJAHKAMM, b KOTOPO¥
yPOBHM TJIaBHOrO (bakTopa A PpacnojoKeHbl N0 JAaTUHCKOMY KBaZpaTy.
Ypoeun dakropa B pasMelleHbl BHYTPHI ypoBHeit dakropa A. PaxTOphI
A u B moryT GBITH MOCTOAHHBI MJIN cy4aifHbl, TAKMM OOpasoM IoJydaeT-
ca yerblpe Mopesu. Jlyis 9THUX MoJeJelt Tpe/iCTaBJIeHbl KPUTEpMM 3HAYN-
MocTy TAaBHBIX 9(pdexToB A M B a TaxKe MX B3aMMOACHCTBUA. Kpu-
TepUM 3HAYMMOCTM TIOJIy4YaloTcA NP yCIOBMM HEOAHOPOAHOi onmoky Ep,
KOTOpafg MOKeT ObITh 3amyMcaHa B BHJe HECKONHKMX CJaraeMbIX. Ha
YMCJIOBOM TpyUMepe NPEJCTABJIEHO IPUMEHEeHye IOJyYeHHBIX pesyib-
TaTOB.
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SUMMARY

The error E, of split plot design in Latin square is partitioned into
three components.

Four mathematical models with fixed or random effects of factors A
and B are considered. The exact and approximate tests F and standard
errors of differences between treatment means are presented. Numerical
example is given.
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